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Resume. — On s'interesse aux diffeomorphismes birationnels des surfaces algebri- 
ques reelles qui possedent une dynamique reelle simple et une dynamique complexe 
riche. On donne un exemple d'une telle transformation sur P 1 X P 1 , mais on montre 
qu'une telle situation est exceptionnelle et impose des conditions fortes a la fois sur 
la topologie du lieu reel et sur la dynamique reelle. 

Abstract. — This text deals with birationnal diffeomorphisms of real algebraic 
surfaces which have simple real dynamics and rich complex dynamics. We give an 
example of such a transformation on P 1 X P 1 , then we show that this situation is 
exceptional and implies strong conditions on both the topology of the real locus and 
the real dynamics. 



Introduction 

Dans |BK09a , Bedford et Kim ont exhibe un exemple d'automorphisme d'une 
surface algebrique reelle X, construite par eclatements de P 2 , qui est d'entropie maxi- 
male, c'est-a-dire que l'entropie topologique vue comme transformation sur X(R) est 
egale a celle sur X(C), et celle-ci est strictement positive. En termes qualitatifs, cela 
signifie que toute la richesse de la dynamique complexe est contenue dans le lieu reel. 
Par exemple, la maximalite de l'entropie implique que tous les points periodiques 
hyperboliques sont reels, sauf eventuellement ceux qui sont contenus dans une courbe 
rationnelle periodique (voir |Canl2| ). 

De maniere inverse, on peut se demander si on peut avoir une dynamique complexe 
non triviale (entropie strictement positive) avec une dynamique reelle relativemcnt 
simple. Pour preciser ce dernier point, on peut regarder l'entropie sur le lieu reel, 
comme par exemple dans [Monll, §5.3]. Ici, on s'interesse a une condition plus forte 
que la nullite de l'entropie sur X(R), qui est l'inclusion du lieu reel dans l'ensemblc 
de Fatou. On donne une reponse positive a la question lorsque 1'on etend l'etude non 



Mots clefs. — Dynamique complexe, dynamique reelle, surfaces, transformations biration- 
nelles, ensemble de Fatou, degre dynamique, domaine de rotation. 
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pas aux automorphismes (qui sont des morphismcs bircguliers sur X(C)). mais aux 
diffeomorphismes birationnels. 

Definition 0.1. — Soit X une variete algebrique reelle (projective lisse). Un diffeo- 
morphisme birationnel de X est une application birationnelle / : X(C) — » X(C) qui 
preserve la structure reelle et telle que / est biregulier en restriction a X(R). 

La restriction a X(R) est alors un diffeomorphisme (reel-analytique) , d'ou leur 
nom. Notons que lorsque X(R) est non vide, la restriction de / a X(R) determine / 
de maniere unique. Dans [KM09 , les auteurs montrent que tout diffeomorphisme 
de -X"(R) peut etre approche par des diffeomorphismes birationnels lorsque X est une 
surface birationnelle a P 2 (sur R), mais qu'en revanche ce n'est pas le cas pour la 
plupart des autres surfaces algebriques reelles. 

Soit / une application bimcromorphe d'une variete complexe compacte X. On 
note lnd(/) son lieu d'indetermination : c'est une sous- variete analytique complexe 
de codimension au plus 2, done constitute d'un nombre fini de points lorsque X 
est une surface. Son ensemble de Fatou correspond au plus grand ouvert sur lequel 
la dynamique est « non-chaotique » ; son complement aire est l'ensemble de Julia. II 
est moins aise a definir pour les applications meromorphes que pour les applications 
holomorphes ; neanmoins on peut prendre la definition suivante. 

Definition 0.2. — Soit / : X — ■> X une application bimeromorphe d'une variete 
complexe compacte. L' ensemble de Fatou de /, note Fatou(/), est le plus grand ou- 
vert U tel que les deux conditions suivantes soient satisfaites : 

(1) U n lnd(/ n ) = pour tout neZ; 

(2) la famille (ffij) ^ z est une famille normale, e'est-a-dire que toute suite a valeurs 
dans {/" | n € Z} possede une sous-suite qui converge uniformement sur les compacts 
de f7.E3 

Les composantes connexes de Fatou (/) sont appelees composantes de Fatou. 

On rappelle aussi que le (plus grand) degre dynamique d'une application meromor- 
phe d'une variete kahlerienne compacte / : X — > X est defini par la formule 

A(/):= lim || (rr\\ 1/n , (1) 

ou (/")* designe Taction induite par /" sur la cohomologie de X. D'apres |Gro03| et 
|Yom87] , ce degre dynamique est l'exponentielle de l'entropie topologique lorsque / 
est holomorphe. Dans le cas meromorphe. on a seulement l'inegalite h top (/) < log A(/), 
et l'egalite est conjecture* sous certaines hypotheses (voir |Fri91, DS051 IGue05j ). 

Avec ces definitions, le resultat annonce, qui est demontre dans la partie [T] est le 
suivant. 

Theoreme A. — II existe un diffeomorphisme birationnel f sur la surface algebrique 
reelle X = P 1 xP 1 , dont le lieu reel est homeomorphe a un tore T 2 , telle que 

(1) Le degre dynamique X(f) est strictement superieur a 1. 



1. Notez que Ton considere ici les iteres positifs et negatifs de /. 
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(2) -X"(R) est inclus dans V ensemble de Fatou. 

Plus precisement, on montre que -X"(R) possede un voisinage (dans X(C)) sur 
lequel / est biholomorphe et conjugue a une rotation sur un produit de couronnes 
dans C 2 . Cette construction est inspiree de celle des anneaux de Herman a l'aide de 
produits de Blaschke (voir par exemple [Mil06, §15]), qui produit des endomorphismes 
de P 1 tels que le lieu reel est contenu dans un domaine sur lequel / agit comme 
une rotation. La condition sur le degre dynamique est l'analogue du fait que les 
endomorphismes de Herman sont de degre plus grand que 2. 

En revanche, on montre dans la partie[2]que cette situation est exceptionnelle, et 
impose des contraintes topologiques fortes sur les composantes connexes de X(R) et 
la dynamique reelle de /. 

Theoreme B. — Soit f un diffeomorphisme birationnel d'ordre infini d'une sur- 
face algebrique reelle X (projective lisse). Supposons qu'une composante connexe S 
de X(R) soit contenue dans Fatou (/). Alors : 

(1) Le nombre de points periodiques sur S est egal a la caracteristique d'Euler 
topologique x(S)- 

(2) En particulier x(S') > 0, si bien que topologiquement S est une sphere, un tore, 
un plan projectif, ou une bouteille de Klein. 

(3) Un Here de f est conjugue a une « rotation » sur Vune de ces surfaces. 

Corollaire 0.3. — Soit f un diffeomorphisme birationnel d'une surface algebrique 
reelle X, et soit S une composante connexe de X(R). On suppose que f possede au 
moins trois points periodiques sur S. Alors S n'est pas contenue dans V ensemble de 
Fatou. 

Remarque 0.4- — Ce theoreme est verifie de maniere triviale en dimension 1 pour 
les automorphismes, car les seules possibilites pour que / soit d'ordre infini et d'en- 
scmblc de Fatou contenant X(R) ^ sont les suivantes : 

(1) X ~ P 1 et / G PGI_2(R) est donne par une matrice de rotation. 

(2) X(C) est un tore C/A et un itere de / est une translation reelle sur ce tore. 

Remarque 0. 5. — Le fait que X soit algebrique n'intervient pas dans la demonstra- 
tion du theoreme ^] II sufiit de prendre une surface complexe compacte X munie 
d'une structure reelle (c'est-a-dire une involution anti-holomorphc a : X — > X), et 
de supposer que / est bimeromorphe, preserve la structure reelle et n'a pas de point 
d'indetermination sur X(R) = Fix(cr). 

Questions ouvertes. - (1) Existe-t-il des exemples comme celui du theoreme [A| 
avec pour X(R) une sphere, un plan projectif ou une bouteille de Klein ? Notons qu'un 
exemple sur une sphere (resp. sur un plan projectif) sufhrait pour avoir les deux autres 
(resp. la bouteille de Klein), par eclatement de point(s) fixe(s). 

(2) Existe-t-il des exemples comme celui du theoreme|A]ou / est un automorphismc 
au lieu d'un diffeomorphisme birationnel ? 
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(3) Que dire des endomorphismes de P 2 ? Se peut-t-il aussi que le lieu reel soit inclus 
dans l'ensemble de Fatou ? Contrairement aux exemples de Herman en dimension 1 . 
on a ici des contraintes topologiques, car le lieu reel n'est pas contractible dans P 2 (C). 
Par exemple, on ne peut pas avoir d'endomorphisme de degre topologique impair qui 
soit un diffeomorphisme sur le lieu reel. 

(4) Que peut-on dire en dimension superieure? Les techniques utilisees dans cet 
article permettent certainement d'obtenir des resultats plus ou moins similaires. en 
utilisant une version adaptee d'une formule de Lefschetz qui prenne en compte les 
sous-varietes de points fixes. Cependant, le manque d 'exemple ne nous permet pas de 
degager un enonce precis. 

Remerciements. — Je suis particulierement reconnaissant envers mon directeur 
de these Serge Cantat pour m'avoir inspire cette etude et guide dans mes recherches. 
Merci aussi a Frederic Mangolte pour des discussions interessantes sur le sujet, et 
pour m'avoir invite a exposer ces resultats a Angers lors de la rencontre Fonctions 
regulues en mars 2012. 



1. Un exemple de diffeomorphisme birationnel du tore 

1.1. Conjugaison a une rotation. — On designe par S 1 l'ensemble des nombres 
complexes de module 1, et par T 2 le tore S 1 x S 1 . Pour 9 = (6*1,02) € R 2 , on note 
Rotg la rotation d'angle 9 sur le tore T 2 . donnee par la formule 

Rot e (x,y) = (e^x,e^y). (2) 

Le theoreme suivant est demontre par Herman dans [Her75 , en reprenant des 
idees de Arnol'd |Arn61| et Moser |Mos66j (voir aussi |Her79l A. 2. 2]) : 

Theoreme 1.1 (Arnold, Moser, Herman). — Soit a = (ai,a 2 ) G R 2 qui verifie 
une condition diophantienne, c 'est- a- dire qu'il existe C > et 8 > tels que 

\k iai + k 2 a 2 + 2nk 3 \ > VA: = (k 1: k 2 ,k 3 ) G Z 3 \{0}. (3) 

Pour tout e > 0, il existe alors un voisinage U a . £ de Rot a dans le groupe DifF^ (T 2 ) 
tel que 

Vg € U atS , 39 e ]-e,e[ 2 , 3ip € Difr(T 2 ), g = Rot e o^o Rot a o (4) 

A partir de maintenant. on se place sur la surface rationnellc reelle X — P 1 x P 1 . 
dont le lieu reel X(R) = P : (R) x P X (R) s'identifie au tore T 2 = S 1 x S 1 via la trans- 
formation de Cayley 

* : X(R) — > T 2 

(x,y)^( X —^, y -^). (5) 
\x + i y + i J 
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Via cette transformation, la rotation Rotg sur T 2 correspond a un automorphismc 
de X que 1'on note et qui est donne par la formule 

/ s + tao(gi/2) y + tan(fl 2 /2) \ 
el2; ' yJ ^-stan(0i/2) + l' -ytan(0 2 /2) + iy ' W 

Fixons un nombre a G [0, 27r] 2 qui verifie une condition diophantienne du type |3|), 
et soit W Q!£ le voisinage de Rot Q dans Diff w (T 2 ) donne par le theoreme de Herman- 
Arnold-Moser |TT| ou 

e = max(|7r — \ir — a^l) > 0. (7) 
On note V Q = *&~ 1 U a ^ le voisinage correspondant de R a dans Diff w (X(R)). 

Proposition 1.2. — Soit f un diffeomorphisme birationnel de X dont la restriction 
au lieu reel est dans V a . II existe alors 9 £ ]— e,e[ 2 tel que la transformation Rgf 
soit analytiquement conjuguee, sur un voisinage de X(R), a la rotation d'angle a 
sur une bicouronne de C 2 . Autrement dit, il existe un diffeomorphisme analytique 
complexe ip : C\ x C 2 — > oil C\ et C 2 sont des couronnes dans C, tel que 

ir 1 o (Rgf) o ^ ( Zl ,z 2 ) = {e ia i Zl ,e ia *z 2 ). (8) 

En particulier X(R) C il C Fatou(Rgf). 

Demonstration. — Par construction du voisinage V a , il existe 9 E ]— e,e[ 2 et un dif- 
feomorphisme reel-analytique if) : T 2 ^ X(R) tels que 

f\x(R) = R-e o ip o Rot Q o ip- 1 . (9) 

Comme tp est analytique, il se prolonge en un diffeomorphisme analytique complexe, 
toujours note tp, d'un produit de couronnes 

d xC 2 = {( Zl ,z 2 ) G C 2 , — 77i <log|z,| < Vl Vie {1,2}} (10) 

vers un voisinage fl de X(R) dans X(C). On peut supposer, quitte a reduire les r\i > 0, 
que ft ne contient pas de point d'indetermination pour /. On a alors la formule Q 
par prolongement analytique sur C\ x C 2 . □ 

Comme les diffeomorphismes birationnels sont denses dans les diffeomorphismes 
de X(R) d'apres [KM09 , on peut s'attendre a ce qu'il existe de telles transformations 
birationnelles Rgf qui soient de degre dynamique strictement superieur a un. C'est 
ce que nous allons montrer maintcnant. 

1.2. Construction explicite d'un diffeomorphisme birationnel de grand de- 
gre dynamique. — Le lemme suivant, que Ton ne redemontre pas ici, donne une 
condition suffisante pour avoir un grand degre dynamique. 

Lemme 1.3 ([Xiell, th. 3.1]). — Soit X une surface rationnelle complexe, et soit 
f : X —■ » X une application birationnelle de X. On fixe un R-diviseur ample L 
sur X , et on suppose que 

de gi (/ 2 )>Cde gi (/), (11) 
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ou C = 2 3 / 2 3 18 ; et deg L (g) designe le nombre d 'intersection g*L ■ L. Alors 

Remarque 1-4- — Lorsque X = P 2 et L est une droite, deg L correspond au degre 
usuel d'une application rationncllc, c'est-a-dire le degre des polynomcs homogcnes P. 
Q et R tels que f — [P : Q : R]. Dans |Xiell| . le lemme 1.3 est demontre uniquemcnt 
dans ce cadre, mais la demonstration qui en est faite se transpose naturellement au 
cas plus general donne ci-dessus. Nous allo ns l'appliquer avec X = P 1 x P 1 et L un 
vecteur propre pour /* dans H 2 (X; R) ' 



(2) 



Fixons d un entier tel que 



d>^-= 2~ 1/4 x 3 9 « 16551, 4. (13) 

Pour n £ N* , soit F n la fraction rationnelle suivante : 

x 2d + ^x d + 1 
x za _|_ i 

Ses zeros et ses poles sont simples, et sont donnes par les ensembles 

Z„ = {e i(±arccos( s)+ 2fc7r )/' i |fce {0,-- - ,d-l}}, (15) 

P n = {e l{± % +2k7l)/d \ke {(),■■■ ,d-l}\. (16) 

En particulier, Z n n P n = et (Z n U P n ) C C\R. Soit g n : X --■» X l'application 
rationncllc definie par 

g n (x,y) = (F n (x)y,x). (17) 
Cette application est birationnelle reelle, d'inverse (x,y) (y,x/F n (y)). Les points 
d'indetcrmination de g n sont donnes par 

lnd( 5 „) = (Z n x {w}) U (P n x {0}), (18) 

et ceux de g~ x sont donnes par 

IndG?" 1 ) = ({0} x Z n ) U ({oo} x P n ). (19) 

En particulier, ces points d'indetermination ne sont pas reels, done g n est un diffeomor- 
phisme birationnel de X. D'autre part, lnd(<?„) et lnd(g~ 1 ) ne s'intersectent pas, done 
d'apres |DF0l], ( 5 2 )* = ( 5 ;) 2 . 

Theoreme 1.5. — Pour n £ N* et 6 = (^1,^2) € R 2 , on considere le diffeomorphis- 
me birationnel 

f n ,e=Re°gl- (20) 

On suppose que 9j 7^ tt mod 2ir pour j € {1,2}. Alors : 
(1) lnd(/„ lfl ) n lnd(/-j) = 0, et done (/, 2 )* = (J,^) 2 . 



2. Contrairement a ce qui se passe pour les automorphismes, /* peut avoir des vecteurs propres 
qui sont des classes amples. 
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(2) \{f nfi ) > 1. 

Demonstration. — Les points d'indetermination de /„.g sont donnes par 

lnd(/ n>e ) = lnd(j£) (21) 
= lnd( 5 „)U.g- 1 (lnd( 5 „)) (22) 
= (Z„ x {cx)}) U (P„ x {0}) U ({00} x Z n ) U ({0} x P n ), (23) 

et ceux de J" 1 par 

lnd(/-j) = Re(\nd(g- 2 )) (24) 

= Re(\nd(g- 1 )Ug n (\nd(g- 1 )) (25) 

= P e (({0} x Z n ) U ({00} x P n ) U (Z n x {0}) U (P„ x {00})) (26) 

= ({tej x Z n , fla ) U ({-t^ 1 } x P„ )02 ) 

U (Z„, ei x {tft,}) U (P„, ei x f-^ 1 }), 

ou t 8j = tan(0,-/2), Z n ,^ = R 8j (Z n )0, P nfi . = R e .(P n ), et les P e . sont les compo- 
santes de Pg. 

La condition sur 8j implique tg j ^00. Comme de plus tg. est reel, il n'est pas 
dans Z„ U P n . Ainsi, la seule possibility pour que lnd(/„,e) et lnd(/~g) s'intersectent 
est d'avoir 

t 6l = et (Z n n P„,e 2 ) U (P„ n Z n , to ) ^ 0, (28) 
ou la meme condition en inversant 9\ et 62- 

On note 71 le groupe {Pg | 9 E R}. Ce groupe agit sur P 1 (C), et l'orbite d'un 
point x G —i} est un cercle transverse a S , qui n'intersecte S 1 qu'aux points x 

et —1/x. Les points i et — i sont quant a eux fixes par 1Z. Comme Z n et P n sont des 
sous-ensembles de S 1 qui ne s'intersectent pas, et comme P n est stable par x i-> —1/x, 
on en deduit que Z n C\ {TZ ■ P n ) — % ■ Par consequent, les intersections ci-dessus sont 
toujours vides, et done lnd(/ ni g) n lnd(/~g) = 0. 

Notons P = P 1 x {0} et V = {0} x P 1 les diviseurs de X dont les classes de Chern 
forment une base de P 2 (A(C);R). Dans cette base, la matrice de g* n s'ecrit 

'2d L 
1 0, 



(29) 



En effet, il suffit de calculer les nombres d 'intersection g* n H ■ V, g^V ■ V, etc. qui 
correpondent aux degres des fonctions coordonnees par rapport a x et y. Cette matrice 
admet A = d + \J d 2 + 1 pour plus grande valeur propre, et L = \H + V pour vecteur 
propre associe a A. Notons que L est une classe ample. 

Comme (g 2 )* = (g„) 2 e t Rg = id, la matrice de /* g est la matrice A 2 . De plus 
(/« e)* = (fn e) 2 ' done la matrice de (f 2 e )* est A 4 . On en deduit, avec les notations 
que deg L (f nt e) = 2A 3 et deg L (f 2 e ) = 2A 5 (on a L 2 = 2A). Ainsi, 

degL ^ e) = x 2 > 4d 2 > 3 1& V2 (30) 
deg L (/„,e) 



du lemme 



1.3 



d'apres la condition (13). Le lemme 1.3 implique alors X(f n .e) > 1- □ 
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1.3. Demonstration du theoreme |A} — Comme g n converge vers l'application 
(x,y) i — y (y,x) dans Diff w (Jf (R)), la suite (/n,a)„ eN , converge vers R a . Pour n 
suffisamment grand, les applications /„ iQ sont done dans le voisinage V a de R a 
(defini au paragraphe 1.1 1. D'apres la proposition 1.2 il existe 9 £ ]— e,e[ 2 tel que 
Refn,a — fn,a+9 soit conjugue a une rotation dans un voisinage de X(R). D'apres le 
choix de e (cf. (|7|), la condition ctj + 8j =^ n mod 2tt du theoreme 1.5 est satisfaite. 
On a done : 



Kfn,a+e) > 1 et Fatou(/„, a+e ) D X(R), 
et le theoreme 1X1 est demontre. 



(31) 

□ 



2. Le cas general 

Soit X une surface complexe compacte munie d'une structure reelle, et soit / 
une application bimeromorphe de X compatible avec la structure reelle. On suppose 
que / est d'ordre infini et qu'une composante connexe S de X(TV) est contenue dans 
Fensemble de Fatou (en particulier il n'y a pas de point d'indetermination sur S). 
Quitte a passer a un itere, on peut supposer que f(S) = S. Nous allons montrer que : 

(1) / possede exactement x(S) points fixes sur S, quitte a le remplacer par un 
itere ; 

(2) en particulier, S est homcomorphe a une sphere, un tore, un plan projectif ou 
une bouteille de Klein ; 

(3) un itere de / est conjugue a une rotation sur S. 

Dans ce qui suit, on note Q la composante de Fatou contenant S. 

2.1. Domaines de rotation. — Soit f2 une composante de Fatou telle que /(f2) = 
O. Conformcmcnt a |FS94_, on dit que Q est un domaine de rotation (ou domaine de 
Siegel) lorsqu'il existe une suite — > ±oo telle que 

f m * — > id n (32) 

k—$-\-oo 

uniformement sur les compacts de £1. On a la caracterisation suivante (voir aussi 
|BK09bl §1]) : 

Proposition 2.1. — Soit Q une composante de Fatou fixe par f. On note Q(fl) 
['adherence du sous-groupe engendre par f dans Aut(f2), pour la topologie de la conver- 
gence uniforme sur les compacts. Les enonces suivants sont equivalents : 

(1) il est un domaine de rotation pour f ; 

(2) le groupe Q(fl) est compact. 

Si ces conditions sont verifiees, G(£l) est alors un groupe de Lie abelien compact, dont 
la composante connexe de Videntite Q{Vt)® est un tore reel T d . L'entier d est appele 
rang du domaine de rotation. 
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Demonstration. — On peut adapter la preuve d'un theoreme de H. Cartan (voir par 
exemple [Nar95, chapitre 5]) pour montrer que le groupe Q(fl) est localement com- 
pact, en utilisant que ses eleme nts f orment une famillc normale en tant qu'applications 



holomorphes de il dans X(C) De plus, ce groupe agit par diffcomorphismes de 
classe C 2 sur il, et tout element qui agit trivialement sur un ouvert est Pelement 
neutre. Un theoreme de Bochner et Montgomery [BM46 implique alors que Q(d) 
est un groupe de Lie. Comme de plus il est abelien, il est isomor phe a F x T d x R fc , 
ou F est un groupe abelien fini. Chacune des deux assertions est alors equivalente 
a k = 0. □ 



En dimension 1, les domaines de rotation sont les disques de Siegel et les anneaux 
de Herman, et le groupe Q(Q)° est un cercle (cf. [M il06| ). En dimension 2, on peut 
montrer que le rang des domaines de rotation est 1 ou 2 pour les automorphismes d'en- 
tropie positive (voir [BK09b theoreme 1.6]). Dans [McM02 , McMullen donne des 
exemples de tels automorphismes sur des surfaces K3 non algebriques qui admettent 
un domaine de rotation de rang 2 (voir aussi |O gulO| ). Sur les surfaces rationnelles, 
il existe des exemples de domaines de rotation de rang 1 et 2 (voir |BK09aJ et 
|McM07| ). 

Proposition 2.2. — Soit S une composante connexe de X(R) telle que f(S) = S. 
On suppose que S c Fatou(/), et on note il la composante de Fatou contenant S. 
Alors il est un domaine de rotation. 

Demonstration. — Comme il est contenu dans l'ensemble de Fatou, il existe une 
suite rik — > +oo telle que /™ fc — > g uniformement sur les compacts de il, avec 
g ; D, — > X(C) holomorphe. Quitte a passer a une sous-suite, on peut egalement sup- 
poser que /~™ fc h et f mk — > i, avec := Tik+i — — > +oo. En restriction a S, la 
convergence est uniforme et les fonctions g, h et i sont a valeurs dans S. On peut done 
composer les limites dans les expressions ids = f nk ° f~ nk et f nik = o f~ nk , ce 

qui donne ids — 9\s ° fys e ^ i\S = 9\S ° ^|S- En particulier, i|s = ids, et par prolonge- 
ment analytique on en deduit que i = idn. Ainsi il est un domaine de rotation. □ 



2.2. Linearisation au voisinage d'un point fixe. — Supposons qu'il existe un 
point fixe x de f sur S. Un argument de linearisation du la encore a H. Cartan 
montre que le groupe des germes en x d'automorphismes de Q(Q) est conjugue a un 
sous-groupe de GI_2(R). Comme ce sous-groupe est compact, abelien et infini, il est 
lui-meme conjugue a S02(R). On obtient ainsi le resultat suivant. 

Proposition 2.3. — La restriction de f a S est conjuguee a une rotation irration- 
nelle au voisinage de chaque point fixe x G S. En particulier, ces points fixes sont 
isoles, et Vendomorphisme (df(x) — id) sur I'espace tangent en x est inversible et de 
determinant positif. 



3. L'enonce de Cartan concerne les domaines bornes de C™ ; le fait de considerer ici une famille 
normale remplace le theoreme de Montel. 
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Demonstration. — On a deja vu que f\ s est conjugue a une rotation dans un voisinage 
de x. Si celle-ci etait d'ordre fini k, alors f k serait l'identite sur un voisinage de x, 
done sur X tout entier par prolongmement analytique, contredisant ainsi l'hypothese 
sur 1'ordre de /. Comme une rotation irrationnclle n'a pas de point fixe autre que 
l'origine, ceci iniplique que les points fixes sur S sont isoles. Au voisinage d'un tel 
point x, (d/(x) — id) est conjugue a une matrice de la forme 

/cos(0) - 1 - sin(6>) 
\ sin(0) cos(0)-l, 

avec 9 € R\27rQ, qui a pour determinant 2 — 2cos(0) > 0. □ 



(33) 



2.3. Demonstration du theoreme[B| — Quitte a prendre un itere de /, on peut 
supposer que / est dans la composante connexe de l'identite Q(d)° du groupe de Lie 
compact Q(Cl). Comme Q(Ct)° agit par diffeomorphismes sur S, on en deduit que la 
restriction de / a S est isotope a l'identite. La formule des points fixes de Lefschetz 



(voir par exemplc [GH94 ) donne alors, en vertu de la proposition 2.3 

X(S) = card{x G S\f(x) = x}. (34) 

En particulier, on obtient x(S) > 0, done S est une sphere, un tore, un plan projectif 
ou une bouteille de Klein. 

Par ailleurs, comme G(fl) agit fidelement sur S, lc domaine de rotation Q est de 
rang 1 ou 2. Le groupe de Lie Q(Q)° est done soit un cercle S 1 = {z g C | \z\ = l}, 
soit un tore T 2 = S 1 x S 1 . 

Si 0(0) ~ T 2 , alors l'orbite d'un point generique xq € S est un tore de dimension 2, 
et le diffcomorphismc 

ip ■. g(n)° ~ t 2 — ► s 

, , (35) 
g i — > g{x ), 

conjugue Taction par translations de T 2 sur lui-meme a Taction de G(£l)° sur S. En 
particulier, /|g est conjugue a une rotation. 

On considere maintenant le cas ou Q(fl)° est le groupe S 1 . On utilise lc lemme 
suivant, qui est sans doute bien connu, mais difficile a localiser dans la litterature. On 
en donne une demonstration en annexe. 

Lemme 2.4- — Soit une action de classe C , fidele et sans point fixe, du groupe S 1 
sur le cylindreC = [0, 1] xS 1 ou sur le ruban de Mobius Jv[ =C/s, ou s est I'involution 
(t,z) i y (1 t, e m z). Alors cette action est conjuguee a I'action standard de S 1 par 
rotations : 

e l9 ■ (t,z) = (i,e l9 z). (36) 



Si S est orientable, la formule de Lefschetz (34) montre que / possede 2 points 
fixes sur S si S est une sphere, ou point fixe si S est un tore. Dans le premier cas, / 
est conjugue a une rotation dans des petits disques au voisinage de chaque point fixe ; 
en retirant ces disques, on obtient un cylindre S' C S sur lequel S 1 agit fidelement et 
sans point fixe. Dans le second cas, en decoupant le tore S suivant une orbite de S 1 
(celle-ci est une courbe fermee simple non contractible, car sinon il y aurait un point 
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fixe dans le disque borde par cette courbe) , on obtient aussi un cylindre 5" sur lequel 



S 1 agit fidelement et sans point fixe. On sait d'apres lc lemme 2.4 que Taction de S 1 
sur S' est conjuguee a une rotation, et en recollant, on obtient une action par rotation 
sur S. 

II reste a traiter le cas ou S est non orientable. Si S est un plan projectif, le 
groupe S 1 possede x(S') = 1 point fixe sur S, autour duquel Taction est linearisable 
et conjuguee a une rotation. En enlevant un petit disque autour de ce point fixe, on 



obtient un ruban de Mobius, sur lequel / agit par rotations d'apres le lemme 2.4 



Enfin, si S est une bouteille de Klein, on obtient de meme un ruban de Mobius en 
decoupant le long d'une orbite, et / agit par rotations sur ce ruban. Le resultat s'en 
deduit par recollement. □ 



Appendice A 
Demonstration du lemme 12.41 

(1) On traite d'abord le cas ou S 1 agit sur le cylindre. Cette action provient d'un 
champ de vecteurs ~$ de classe C 1 sur C. Comme Taction est sans point fixe, ne 
s'annule pas. En particulier, les orbites sous Taction de S 1 , qui sont les trajectoires 
du champ de vecteurs, sont des cerclcs homotopes aux bords du cylindre (e'est une 
consequence facile du theoreme de Poincare-Bendixson). 

En faisant tourner ce champ de vecteurs d'un angle positif de 7r/2, on obtient un 
champ de vecteurs orthogonal W. Chaque trajectoire 7 de 1? decoupe C en deux 
cylindres C\ et C2 (eventuellement un des deux est un cercle si 7 est un des deux 
bords), avec le champ de vecteurs W qui est rentrant le long de 7 sur C± } et sortant 
sur €2- Ainsi, toute trajectoire de sur C\ (resp. C2) partant d'un point de 7 (resp. 
terminant sur un point de 7) ne peut pas revenir sur le bord 7 une seconde fois, a 
cause de Torientation de W. On en deduit le fait suivant : 

Les trajectoires des champs V et W se coupent en au plus un point. 

Considerons une trajectoire 7 pour W, que Ton fait partir de Tun des deux bords 
du cylindre (celui pour lequel le champ de vecteurs W est rentrant). Comme cette 
trajectoire ne peut pas revenir sur le premier bord, a priori deux cas sont possibles : 

(a) La trajectoire 7 atteint le deuxieme bord du cylindre en un temps fini 
h > 0. 

(b) La courbe 7 est definie pour tout t > 0, et reste dans Tinterieur du 
cylindre. En vertu du theoreme de Poincare-Bendixson, cette trajectoire admet 
un point limite ou un cycle limite T. Comme le champ W ne s'annule pas, il ne 
peut s'agir que d'un cycle limite T, qui ne peut etre homotopiquement trivial, 
done qui est homotope au bord du cylindre. Or Torbite sous S 1 d'un point de T 
est egalement un cercle homotope a T, qui coupe T transversalement en au plus 
un point, d'apres le fait enonce plus haut : ceci est impossible. 

On est done dans le cas (a). Quitte a renormaliser et a inverser la trajectoire, on a 
ainsi construit une courbe 7 : [0, 1] — > C telle que 
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• 7(0) € {0} x S 1 et 7 (1) e {1} x S 1 ; 

• toute or bite coupe 7 exactement une fois, et de maniere transverse. 
Le diffcomorphisme 

i> : [0, 1] x S 1 — -> C 

7, a ( 37 ) 

(t,e l9 )^e l9 . 7 (t), 

conjugue alors Taction standard de S 1 sur [0, 1] x S 1 a notre action sur C. 

(2) Considerons maintenant une action fidele et sans point fixe de S 1 sur le ruban 
de Mobius M.. On note it : C — s- M le revetement double correspondant a Finvolu- 
tion s : (t, z) n- (1 - t, e l7r z) sur C. 

Pour des raisons topologiques, le bord dM. est necessairement une orbite sous 
Faction de S 1 . Toute orbite est homotope a ce bord, done dans 7r* (771(C)). On en deduit 
que Taction de S 1 sur M. se releve en une action de S 1 sur C, necessairement fidele 
et sans point fixe (Faction est fidele, car elle Fest en restriction a chacun des bords). 
D'apres le premier point, Fespace des orbites pour cette derniere action s'identifie avec 
le segment [0, 1], et Finvolution s induit une involution (non triviale) sur les orbites : 
par continuity, il existe done une orbite 7 qui est fixee par s. 

En decoupant C le long de cette orbite 7, on obtient deux cylindres identiques C\ 
et C2, et le ruban de Mobius M. est reobtenu a partir d'un tel cylindre en recollant 
les deux moities de 7 (voir figure [T|. II sufHt maintenant d'appliquer le premier cas 
a Fun de ces cylindres Ct, puis de recoller de la maniere que nous venons d'indiqucr 
pour obtenir la conjugaison voulue. □ 




Figure 1. Le decoupage et recollage du ruban de Mobius. 
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